
PARTIE A 

𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑓 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑓 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑠𝑢𝑟  −1, 1  𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑝𝑎𝑟 : 𝑓 𝑥 = −1 +
𝑥

 1 − 𝑥2
 

1°/ Etudier les variations de f. 

2°/ Montrer que l’équation f x = x admet dans  −1, 1  une solution unique α et que α >
4

5
 

3°/ En déduire le signe de f x − x 

4°/ Montrer que f réalise une bijection de  −1, 1  sur IR. 

5°/ 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 𝑑𝑒 𝐼𝑅 𝑜𝑛 𝑎 : 𝑓−1 𝑥 =
𝑥 + 1

 1 +  𝑥 + 1 2
 

PARTIE B 

Soit la suite U définie sur IN par :  
U0 ∈  0,α           

Un+1 = f−1 Un 
  

1°/ a) Montrer que, pour tout n de IN, 0 ≤ Un ≤ a. 

b) Montrer que la suite U est croissante. 

c) En déduire que la suite U est convergente et calculer sa limite. 

2°/ 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 ∈ 𝐼𝑅+ 𝑜𝑛 𝑎 :   𝑓−1 ′ 𝑥  ≤
1

2 2
 

3°/ 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 𝑜𝑛 𝑎 :  𝑈𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2 2
 𝑈𝑛 − 𝛼  

4°/ 𝐸𝑛 𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 𝑜𝑛 𝑎 :  𝑈𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2 2
 
𝑛

 𝑈0 − 𝛼  

Retrouver  lim
n→+∞

Un    

PARTIE C 

𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 ℎ 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑠𝑢𝑟  −1, 1  𝑝𝑎𝑟 : ℎ 𝑥 = 𝑓  −𝑠𝑖𝑛  
𝜋

2
𝑥   

1°/ 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 𝑑𝑒  −1, 1  : ℎ 𝑥 = −1 − 𝑡𝑎𝑛  
𝜋

2
𝑥  

2°/ Montrer que h réalise une bijection de  −1, 1  sur IR. 

3°/ 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 ℎ−1 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝐼𝑅 𝑒𝑡 𝑞𝑢𝑒 :  ℎ−1 ′ 𝑥 =
−2

𝜋 1 +  𝑥 + 1 2 
 

4°/ 𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 𝑑𝑒 𝐼𝑅∗ 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐻 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 : 𝐻 𝑥 = ℎ−1 𝑥 − 1 + ℎ−1  
1

𝑥
− 1  

a) Montrer que H est dérivable sur R et déterminer H′ x . 

𝑏) 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟 𝐻  
1

2
 𝑒𝑡 𝐻  −

1

2
 .𝐸𝑛 𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒 𝑞𝑢𝑒 :  

𝐻 𝑥 = −1 𝑠𝑖 𝑥 > 0

𝐻 𝑥 = 1 𝑠𝑖 𝑥 < 0   
  

5°/ 𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑛 𝑑𝑒 𝐼𝑁 𝑜𝑛 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒𝑠  𝑉𝑛  𝑒𝑡  𝑊𝑛  𝑝𝑎𝑟 : 𝑉𝑛 =   ℎ−1  
1

𝑘
 + ℎ−1  −

1

𝑘
  

𝑛

𝑘=1

𝑒𝑡 𝑊𝑛 =
𝑉𝑛
𝑛

    

𝑎) 𝐷𝑜𝑛𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝐻  1 +
1

𝑘
  𝐸𝑛 𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒 𝑞𝑢𝑒 : ∀ 𝑘 ∈ 𝐼𝑁∗: ℎ−1  

1

𝑘
 + ℎ−1  −

1

𝑘 + 1
 = −1 

𝑏) 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 𝑑𝑒 𝐼𝑁∗: 𝑉𝑛 = 𝑛 − ℎ−1  −
1

𝑛 + 1
 = −1 

En déduire que la suite  Wn  est convergente et donner sa limite. 


