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Exer
i
e 1 :

On 
onsidère un triangle (ABC) dans le plan muni d'un repère orthonormé (O,~i,~j). Les ve
teurs
−→
OA,

−−→
OB et

−−→
OC ont les 
oordonnées suivantes :

−→
OA = (−2, 2),

−−→
OB = (1, 5) et

−−→
OC = (x, y), où x et y

sont deux réels.

1) Montrer que l'aire du triangle (ABC) est égale à la valeur absolue de 1

2
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2) Déterminer l'ensemble des points C donnant une aire du triangle (ABC) égale à 2/3 et le

représenter sur un graphe. Cet ensemble forme-t-il un espa
e ve
toriel ? Si oui, en donner une base.

Exer
i
e 2 :

1) On 
onsidère l'ensemble des triplets de réels (x, y, z) qui véri�ent 2x − y − z = 0. Montrer qu'il

s'agit d'un sous-espa
e ve
toriel de IR3 et en donner une base.

2) Même question pour les (x, y, z) qui véri�ent x + 2y − 3z = 0.

3) Déterminer l'interse
tion de 
es deux ensembles. Est-
e un espa
e ve
toriel ? si oui, en donner

une base.

Exer
i
e 3 :

Soit A =

(

a b

c d

)

une matri
e à 
oe�
ients réels.

1) Montrer qu'on a la relation A2 − (a + d)A + (a d − b c) I2 = 0 où I2 =

(

1 0
0 1

)

.

2) On dé�nit et on note Tr la tra
e d'une matri
e 
arrée par la somme des éléments situés sur

sa diagonale (i.e. éléments de même numéro de ligne et de 
olonne). Montrer qu'on a Tr(A + B) =
Tr(A) + Tr(B) et Tr(A B) = Tr(B A), quelles que soient les matri
es 
arrées d'ordre 2 A et B.

3) Déduire de la question pré
édente qu'il est impossible de trouver des matri
es 
arrées d'ordre 2

X et Y telles que X Y − Y X = I2.

4) Montrer que la tra
e d'une matri
e représentant une appli
ation linéaire dans une 
ertaine base

est indépendante du 
hoix de 
ette base.
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Exer
i
e 4 :

On 
onsidère le plan muni d'un repère orthonormé (0,~i,~j), et les ve
teurs ~v1 = (1, 0) et ~v2 =
(0, 2). Cal
uler et tra
er sur un graphe les images de ~v1 et ~v2 par les appli
ations linéaires dont

les représentations dans la base (~i,~j) sont les matri
es suivantes : A =

(

2 0
0 2

)

, B =

(

1 0
0 0

)

,

C =

(

−1 0
0 1

)

, D =

(

0 1
−1 0

)

, E =

(

1 1

2

0 1

)

, F =

(

1 1
−1 1

)

. On donnera éventuellement une

interprétation géométrique de 
es transformations.

Exer
i
e 5 :

Soit M une matri
e 
arrée nilpotente (i.e. dont une puissan
e est nulle) d'ordre n à 
oe�
ients

dans IR.

1) Montrer que la matri
e In − M est inversible, et que (In − M)−1 = In + M + M2 + · · · .

2) Cal
uler l'inverse de la matri
e N =













1 2 3 4 5
0 1 2 3 4
0 0 1 2 3
0 0 0 1 2
0 0 0 0 1













.

Exer
i
e 6 :

Trouver une matri
e 
arrée X d'ordre 3 telle que





2 −3 1
4 −5 2
5 −7 3



 X





9 7 6
1 1 2
1 1 1



 =





2 0 −2
18 12 9
23 15 11





Exer
i
e 7 :

1) Montrer que les ve
teurs (1, 2, 1), (2, 3, 3) et (3, 7, 1) forment une base de IR3, ainsi que les

ve
teurs (3, 1, 4), (5, 2, 3), et (1, 1, −6), et 
al
uler la matri
e de passage de la première base à la

se
onde.

2) Même problème, dans IR4, pour les ve
teurs

(1, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 1), (1, 1, 2, 1), (1, 3, 2, 3)

et

(1, 0, 3, 3), (−2, −3, −5, −4), (2, 2, 5, 4), (−2, −3, −4, −4).
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Exer
i
e 8 :

Montrer que l'ensemble des matri
es de la forme









x −y −z −t

y x −t z

z t x −y

t −z y x









, où x, y, z et t sont des

réels quel
onques, est un espa
e ve
toriel de dimension 4 dont on donnera une base (Ei)1≤i≤4 telle

que :

E2
1

= E1, E2

i
= −Ei et et E1 Ei = Ei E1 = Ei pour 2 ≤ i ≤ 4,

E2 E3 = −E3 E2 = E4, E3 E4 = −E4 E3 = E2, et E4 E2 = −E2 E4 = E3.

Exer
i
e 9 :

1) Résoudre les systèmes suivants :







x + 2z = 1
−y + z = 2
x − 2y = 1

{

x + y + z − 3t = 1
2x + y − z + t = −1















x + 2y − 3z = 4
x + 3y − z = 11

2x + 5y − 5z = 13
x + 4y + z = 18

2) Résoudre et donner une interprétation géométrique :

{

x + my = −3
mx + 4y = 6

3) Dis
uter suivant la valeur du paramètre m ∈ IR le système :







3x + y − z = 1
x − 2y + 2z = m

x + y − z = 1

Exer
i
e 10 :

Soit E un espa
e ve
toriel de dimension 3 muni d'une base (~e1, ~e2, ~e3). Soit ~v = (x, y, z) un ve
teur

de E dans 
ette base. Soit f une appli
ation linéaire de E dans E telle que

f(x, y, z) = (−x + y − z, 2x + 2z, 4x − 2y + 4z)

1) Donner la matri
e A de f dans la base (~e1, ~e2, ~e3).

2) Déterminer les sous-espa
es Kerf et Imf .

3) Montrer que les ve
teurs ~u1 = (1, 0,−1), ~u2 = (1, 2, 0) et ~u3 = (0, 1, 1) forment une base de E.

4) Cal
uler f( ~u1), f( ~u2) et f( ~u3). Déterminer la matri
e B de f dans la base ( ~u1, ~u2, ~u3).

5) Déterminer les valeurs propres de f et un ve
teur propre pour 
ha
une d'entre elles.
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